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SISSEJUHATUS
Käesolev metoodiline materjal on mõeldud matemaatilise 
analüüsi praktikumi jaoks matemaatika eriala üliõpilastele.
Matemaatilise analüüsi aluse moodustavad põhilised ele­
mentaarfunktsioonid, mille vajalikku tundmaõppimist kooli­
matemaatika ei taga. st matemaatilise analüüsi meetodite 
omandamine eeldab oskust lahendada väga mitmesuguseid võr­
randeid, võrratusi ning nende süsteeme, siis on käesolevas 
põhiliste elementaarfunktsioonide omaduste tundmaõppimine 
seostatud vastavate võrrandite ja võrratuste lahendamisega. 
Esitatud on põhilised tõed võrrandite (jaot. 1) ja võrra­
tuste (jaot.2) kohta. Edasistes jaotistes on vaadeldud mit­
mesuguseid võrrandeid ja võrratusi alustades algebralisteet, 
millede lahendusmeetoditel põhineb ka paljude transtsendent­
sete võrrandite ja võrratuste lahendamine. Niisuguste funkt­
sioonidega seoses, nagu logaritm- ja arkusfunktsioonid, mil­
lele koolimatemaatika pühendab eriti vähe tähelepanu, on an­
tud ka muud laadi ülesandeid, mis peaksid aitama paremini 
omandada nende funktsioonide omadusi. Alates jaotisest 3 on 
igaühes teatav arv ülesandeid lahendamiseks (kokku 271 üles­
annet). Iga jaotise alguses on viidatud põhilistele võtetele 
vastavate ülesannete lahendamisel ning on lahendatud näite- 
ülesandeid. Viimased peaksid abistama iseseisvat tööd käes­
oleva materjaliga. Lõpus on on antud vastused kõikidele esi­
tatud ülesannetele. Lisa sisaldab põhiliste elementaarfunkt- 
sioonide graafikud ning mõned graafikud erinevate funktsioo­
nide võrdlemiseks.
Kasutatud on järgmist sümboolikat: - hulk ele­
mentidega CL, 4, ja с , [ес> i ]  - lõik, [о,-&) ja ( c c ;£ ] - pool- 
lõigud , - vahemik. S ü m b o l #  tähistab kõikide reaalarvu­
de hulka ning <jb tühja hulka.
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1. SAMAVÄÄRSED VÕRRANDID
Võrrandi lahendamine tähendab kõigi nende (reaal-)
arvude leidmist, mille korral antud võrdus osutub Õigeks. Igat 
sellist arvu nimetatakse võrrandi lahendiks ning kõiki lahen­
deid koos võrrandi lahendihulgaks. Võrrandeid nimetatakse sa­
maväärseteks, kui neil on ühised lahendihulgad. Võrrandite la­
hendamisel püütakse antud võrrand taandada temaga samaväärseks 
võrrandiks, mille lahendid on kas teada või on kergemini lei­
tavad.
1. Võrrandid
/ М  * g C x . ) ja - fC x . )  =  -$ ( * ■ )  
on samaväärsed hulgal, kus fC * ) ja Cjfa) on määratud (võrrandi 
määramispiirkonnas).
2« Võrrandid
ja -  - д Щ
samaväärsed hulgal, kus nad on määratud ning — ^ Ос)фО.on
3. Võrrandid
f o t )  =  ja j U )  -+ C ffc )
on samaväärsed hulgal, kus J lx .) , Q t*-) ja on määratud.
4* Võrrandid
fO c ) =  ^Coc) ja ~  $С ъ ) C f(x )
on samaväärsed hulgal, kus £(oc) , Ja фО*) on määratud
ning Ф  О •
5» Kui funktsioon on rangelt monotoonne, siis võrran­
did
)  = 9 t^ C x )) ja fO x ,) =  
on saaaTttärsed hulgal, kus mõlemad võrrandid on määratud*
Näide 1. Võrrandid
iJC K — 3 z  = / Я  +  ОС ja X ? -  3 ОС =  < 2 Э^- 
оп samaväärsed hulgal, kus JcJ1-  3 JC ^  О ja J* oc ž  О  . 
Näide 2« Võrrandid
(Z o i  — Jõ) — 5 ~ j a  -Zjcl ~~JC= 5 az 
ei ole samaväärsed. Siinusfunktsioon ei ole monotoonne.
Märkus. Kui funktsioon $  ei ole rangelt monotoonne, kuid 
on teada kõigi nende argumendi väärtuste hulk, kus sellel
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funktsioonil on ühesugused väärtused, siis saame võrrandi 
asendada teatava võrrandite hulgaga, mis on 
samaväärne antud võrrandiga.
Näide 3» Võrrand (4-JC -  /I ) Z~  (3  — J c )z on samaväärne kahest 
võrrandist koosneva hulgaga: 4x-'/ = 3 — зс ja A x, -  4 — 
~ - ( d - X , ) t  sest C~a' ) Z -  ^  ■
Näide 4. Võrrand -К , )=4сЛ,Л on samaväärne võrran­
dite hulgaga
-  Л  —  ( - 1 ) KJC +■ hsJt ,kus hb e .
2. SAMAVÄÄRSED VÕRRATUSED
Võrratust nimetatakse rangeks ja võrratust
< ß tX ') mitterangeks. Võrratuee lahendamine tähendab kõigi 
nende reaalarvude Jt leidmist, mille puhul antud võrratus 
osutub õigeks arwõrratuseks. Igat niisugust reaalarvu X  
nia.etatakse võrratuse lahendiks. Koos moodustavad need võr- 
ratuse lahendihulga. Mitme võrratuse koos vaatlemine annab 
meile võrratuste süsteemi, mille lahendihulgaks on süstee­
mis olevate kõigi võrratuste lahendihulkade ühisosa.
Kahte võrratust (võrratuste süsteemi) nimetatakse sama­
väärseteks, kui neil on ühesugused leüaendihulgad.
Võrratuste lahendamisel kasutatakse järgmisi omadusi.
1. Võrratused
j f r )  <  g C *-) ja -  fC *-) >  
on samaväärsed hulgal, kus fC**) ja on määratud (vör-
ratuse määramispiirkonnas).
2. Võrratused
f M  <  ja j * -  >  - J —
cn samaväärsed hulgal, kus j-C*-) Ja ^ JC) on positiivsed.
3. Võrratused
fC *-) < ja ß U )  $C z ) -+ <fC*)
on samavaärsed hulgal, kus f-G^) , ^Cx) ja tfix) on määratud.
л• Võrratused
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if
fÜ O  <  %C*~) ja j  Cx.) Cf(zi) < gCoc)
on samaväärsed hulgal, kus , ^C^c) ja Cffa) on määratud 
ning cpC^) > 0 .
5* Võrratused
} C * ') < $ C * ') Ja [ f & ]  < L ^ ) ]
on samaväärsed hulgal, kus ß x ) ja^£cj on määratud.
6. Võrratused ^ ^
fC x.) <  $ U )  ja [ f C * ) }  “ <  L fC * ) ] ^ 
on samaväärsed hulgal, kue ja^(fx) on positiivsed.
7. Kui CL>4 , siis võrratused
/ftcj < ^ ^ 3  ja a j  <  
on samaväärsed hulgal, kus ja on määratud.
8. Kui 0 < C b < 1  , siis võrratused
/с*-; < 2<:*o >
on samaväärsed hulgal, kus ■fC*-) ja on määratud.
9. Kui £t>Y , siis võrratused
f u )  <  $ c ± ) Ja i o f a . f t * ' )  < £og*.$cx.)
on samaväärsed hulgal, kus J-C*) ja on positiivsed.
10« Kui 0< U, < 4 , siis võrratused
f C * )  < % < '* ') 3a Co^^^Cx,)
on samaväärsed hulgal, kus fQ c) ja j t * )  on positiivsed.
Analoogilisi samaväärsete võrratuste paare võime saada 
teisi rangelt monotoonseid funktsioone (näiteks, arkusfunkt- 
sioone) kasutades.
11* Võrratused
p - > 0  Ja f C O j C * )  >  0
on samaväärsed hulgal, kus j(x ,) ja ^ (x.) on määratud.
12« Võrratus < 0  on samaväärne kahe võrratuste
aoc) "  w
süsteemiga «
U C * ) b O  U M š O
l ус*) < о ja lgC*)>0
hulgal, kus f f r )  ja ^ x)  on “ääratud.
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3. POLÜNOOMI NULLKOHAD. HORNBRI SKBIM
Ühe muutuja /V -astme polünoomiks nimetatakse avaldist
+  c4x . ■+■e Q )
kus C0fC-1 , ,  . v  on etteantud arvud (polünoomi kordajad) 
ning pealiikme kordaja G . Kui C^= 4 , siis polünoomi
P M  nime^atakse taandatud polünoomiks, vastasel juhul taan­
damata polünoomiks» Polünoomi nullkohaks nimetatakse arvu (Z, 
mü i e  korral P ( ^ ( c o ) ~ 0 >  Igat reaalarvuliste kordajatega po­
lünoomi P^Cx,) on võimalik esitada kujul
R ite )  ~ C u (x - cl) X. . .  ( x , - g ) /U(K 2+ fiX ,+ ^ )C. . . ( я г+ г ъ + 4 ) С.
°Г
Siinjuures tegureid te  • - )  (X .-& ) nimetatakBe lineaartegu- 
reiks ning tegureid (лг+дл■+ ) } . . (х*+Ч,х, ■+*), mis ei la­
hutu lineaartegurite korrutiseks, ruuttegureiks. Lineaarte- 
guri X -C L  puhul on reaalarv cc polünoomi nullkohaks ehk 
võrrandi R y ,te )-0  lahendiks (Л -kordseks lahendiks). Polü­
noomi nullkohtade leidmiseks kasutatakse järgmisi fakte*
Täisarvuliste kordajatega taandatud polünoomil on rat­
si onaalarvude hulgas vaid täisarvulised nullkohad, mis on 
vabaliikme C0 tegureiks.
Arv Си on polünoomi Q (x ) nullkohaks parajasti siis,kui 
see polünoom jagub avaldisega JU — CC .
polünoomi F^ Cx.) jagamisel avaldisega Л -CL saame üldjuhul,
РъС ъ ) =  Q h - i M ( x . - cl)  -t- t  ,
kus ■% on teatav arv (jääk) ja (3*-, C*-) -  £ *  *+ -.. + +K>- 
Siinjuures kehtivad seosed
&n,-i —  7 ^«c-3 ;
■ * - j ^ f — Ct- h ^  j — C-yf •+ CC (o p —  C?0 -h CL-lo 0 .
Polünoomi Q ^ t e ) kordajate leidmist on otstarbekas teha järg­
mise skeemi (Horneri skeemi) kohaselt.
c*-f с*-г . . . cz 
. < . a i ,
Cc
cl 4,-z /я-3 . . .  l< 4 t =
Näide 1. Jagame polünoomi 2,31° ~~ bot — 'X Xs -+- JC — 5
2*
avaldisega on + Z
2 0 -3 -2 1 5
-6 12 -18 40 -82
-2 3 -6 9 -20 41 1 -77
Seega
2 x ? -  З х 1 -  -  S  = (х + Щ З х .“ -  6 x? ^ х ^ -Ю к + Ы у -П .
Horneri skeemi on otstarbekas kasutada polünoomi tegu­
reiks lahutamisel, sest tema abil saame proovimise teel lei­
da täisarvuliste kordajatega taandatud polünoomi täisarvuli- 
si nullkohti, mis peavad olema vabaliikme jagajad. Seejuures 
jäetakse Horneri skeemis teine rida kirjutamata (tehes vasta­
vad arvutused peast). Olles leidnud ühe nullkoha (jääk ^-0), 
otsime saadud jagatise (mille kordajad on siis meie skeemi 
viimases reas) nullkohti jne. KÖik need arvutused koondame 
ühte tabelisse.
Näide 2. Lahutame polünoomi X 6 — -2 X- — Z,X, — 3& — £  
tegureiks.
Täisarvulisteka nullkohtadeks v3ivad olla vabaliikme -2
Et viimases reas on polünoomi X? + j  kordajad, siis po­
le mõtet enam edasi proovida, kuna see polünoom tegureiks ei 
lahutu. Seega за!ле, et j c W  on antud polünoomi kahekordseks 
ning X —Z  ühekordseks linaaarteguriks, mistõttu
X s -  l x ?  - Z z ?  -  3 jc - Z  =  (a i +  j ) z ( x i  - Z ) ( j x , K +  4 ) .
Lahutada tegureiks järgmised polünoomid.
3.1. + Z  v,1* -  40 x?  -  £0  осг -h в oc ■+■ /8
3.2. +  4 5 х .* ' -+- W o t -  £
3 .3 . — <ZO 3CZ — 'fZüa.
3.4. - <?
3.5. ■+ /О х ,*
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4. KÕRGEMA ASTME VÕRRATUSED
VÕrratusi
РцО&) >  0  (või < 0, ^ 0  , ^  0  )
nimetatakse kõrgema astme võrratusteks. Nende lahendamisel 
on otstarbekas (võrratust vajaduse korral arvuga korru­
tades) saavutada olukord, kus polünoomi РЛС*) pealiikme kor­
daja on positiivne. Olgu meil niisugune v5rratus
Р ^ Ш > 0 .
Selle lahendihulga leidmiseks leiame võrrandi
Pr, -  o .
kõik lahendid ja määrame nende kordsuse. Kanname kõik lahen­
did arvsirgele ( JC-teljele), tõmbame läbi nende punktide joo­
ne, alustades paremalt ülalt (pealiikme kordaja positiivne!)• 
Seejuures läbime lahendit ÄJ-telge lõigates, kui selle lahen­
di kordsus on paaritu arv, ning puutudes, kui lahendi kord sus 
on paari sarv.
Näide 3» Tjahendada võrratus
jz ( x. -+-£)Z( x z -i- ÜC 4 -S )(s c  3 ) 3 > 0  .
Kanname nullkohad 0,-2,l ja 3 arvteljele (joon. 4.1) ja 
tõmbame vastava joone.
— 4--- V" 4 --,--X,
^ —  0 4 ----" 3
Joon. 4.1
Võrratuse lahendihulgaks X on nende punktide X  hulk, kus 
saadud joon ei ole allpool X. -telge, s.t.
X  = [ - Z }  U [ 0 ; 1 ] U  [ 3 ; o o ) .
Lahendada jägmised võrratused.
4.1.
4.2. ( x - 4 j * ( x * - - x - 4 - z ) ( : x z + S x  + W 4 > 0
4 .3 . (sc ■+ 4 )г (эсг -  ^О
4.4. (х .ч -2 )г (x . z —  в )  ^  О
4 .5 . »Je* -  x.h < О
4.6. -  4 эс S > 0
3
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5. HURDVÕRRATU3SD
Võrratust
ffv 0**) ^  Г)
Qmfr) ’
кие РцС3' ' ) 3a Q to ifc ) on polünoomid, nimetatakse murdvõrra- 
tuseks. St selline võrratus on samaväärne võrratusega
Pn 6* )  Qyv, te)  < О ,
siis lahendub murdvõrratua samade meetoditega, mida vaatlesi­
me eelmises jaotises. Kui on tegemist mitterange murdvõrratu­
sega, siis tuleb silmas pidada, et nimetaja Q ^ x ) nullkohad ei 
kuulu selle võrratuse lahendihulka, lugeja P* (x) nullkohad aga 
kuuluvad.
Lahendada järgmised võrratused.
c 1 f x  +1) (ac ,  - + 2 ) г
5,1‘ ( x - 3 ) J ( * - * ) *  '  U
5.2. -  —
Z [ x , - 4 )  Z C x  +  U )  K - 4
r- ,  -  6” /  'lj  • j  • — :---------- 6«
"  X . - Z
5.«. ^  > /
хг - 5~oc •+ £
5.5. j*? -  -»■ 4  .
л г  -+ 3 x  +  Z  
c c o tz -  ZotL +  Ъ  ^ Q;  • О • n ^  —  **)
ос — -+ 3
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6. ABSOLUUTVÄÄRTUSTEGA VÕRRANDID JA VÕRRATUSED
Reaalarvu absoluutväärtuseks nimetatakse mittenegatiivset
arvu
CC , kui X > О ,
Od , kui X, < О .
Sellest definitsioonist järelduvad järgmised samaväärsu­
sed :
1) lx| =  CC X  — CL või Jt =  -  CL •
2) |x| <  CL < = >  - cl < oc <  CL ;
3) Ixl >  а < = >  x, > cl või c c < - c l .
mida saab kasutada mitmeta võrrandite ja võrratuste lahenda­
misel.
Näide 1 . Lahendada võrrand
I x-z -  1 =  6.
See võrrand on samaväärne kahe võrrandiga: 
осг  — 5 x  =  6 või X z -  = -  & '
Esimese võrrandi lahendeiks on -1 ja 6 ning teisel 2 ja 3* 
Seega on antud võrrandil neli lahendit» -l,2,3t ja 6»
Näide 2. Lahendada võrratus
I Зх -ь U I ^  Z .
Antud võrratus on samaväärne võrratuste ahelaga
Зое +  U £ Z  9
millest saame x
-  <o 3 3^ <  - 2 ,
ning z
-  Z  ^  $ - y  •
Seega on antud võrratuse lahendihulgaks lõik X  = £" & )  ~ 3 '^ 
Näide 3» Lahendada võrratus
J X.z - 3 \ > 1 .
Selline võrratus on samaväärne kahe võrratusega:
01г - 5 < - /1 või Л ^ - 3 > //
ehk
X ?  <  Z  või 0CZ >  Ц .
Esimesest võrratusest saame, et ning teisest -
X < - Z  või X > £ .  Seega on antud võrrandi lahend ihulgaks
Lahendada võrrandid.
6.1. I 3>as — 4 1 -  2j
6.2 . I cc -  cc^j =  Z
6 . 3 . I 4  -  X *  I =  -5Г
6 . 4 . Jfx| — Z| = 4
6.5. N  -  M - ^ l l  =  X
6.6. ||х-4| +  Л =  £
Lahendada võrratused. 
6.7- I JC-I 4
6 .8 .  \ 4 x  -M |  ^  -  5"
6.9. I x  - 5 ”| ^  J2.
6.10. I 3 - 2 ^ 1  >  \ 
6 .1 1 .1 4 +  Зл| ^  5
6.12. I Z - -x I > - 3
6.1 3. I х г -  П < \
6.14. I л* —  Зх-1 > £
f‘ldjuhul tuleb absoluutväärtust sisaldavate võrrandite 
ja võrratuste lahendamisel kogu arvsirge jagada osadeks, mil 
les igaühes on absoluutväärtuste märkide all seisvatel aval­
distel kindel märk (avaldis kas positiivne või negatiivne) 
ning lahendada vastav võrrand või võrratus iga piirkonna 
jaoks eraldi.
gäide 4« Lahendada võrrand
lati + 1 X -4| - 3 .
Siin absoluutväärtuste märkide all on kaks avaldist, mil 
ledest üks muudab märki punktis 0 ja teine punktis 1. Seega 
jaotame arvsirge kolmeks osaks : (- oo • 0 )  , [ P ^ J  ja (1 j с о ) .  
Esimeses osas |x|=-xja |х-4| - , teises osas Ix\ ~ x  ja
| at - 4i = - ( s c - i ) ning kolmandas o s a sfxI=aL ja I x - 41 -  x-"f. 
Seega taandub meie võrrandi lahendamine kolme järgmise süs­
teemi lahendamisele:
x  < 0 . ( x  >4
X  +  (_X- 4 ) -  3
ehk vastavalt:
С л к о  , j O š x * ' /  j  X. > j
l - Z x .  +  1 - д  > [ y  - 3  3 l Zoc  = 4
Teisel süsteemil ei ole lahendit. Esimesest süsteemist saame 
lahendina -1 ja kolmandast 2. V3rrandi lahendihulk on 
Näide 5» Lahendada võrratus
I jc I ao 4- 4 J <  ? .
St siin absoluutväärtuse märgi alune avaldis muudab mär­
ki punktis -1, siia saame selle võrratuse asendada kahe süs­
teemi ga:
( ЭС -  j
l Zx .  — ( a :  4r i ) <  ^  Ja I  Jij. +  (jxi+ j  )  <  "f.
Need süsteemid on samaväärsed vastavalt süsteemidega
( Ä  <  -  'f . 1 x ^ - 4  
| x < ~ & LSx, <  &
Esimese süsteemi lahendihulga moodustavad arvud X < - i  ning 
teise oma on määratud seosega - //£0С.<-£ • Seega saame antud 
võrratuse lahendihulgana X -  ( -  oo ) Z )  .
Lahendada järgmised võrrandid.
6.15. I X z -  4 1 = - 1 ^ 1  -+- 4
6.16. I x - </) -И x + 21 -  I X , - 31 = 4
6.17. |X*-3/x| -+-^ 1 = oc,z - Z z i
6.18. lg- -  3 _  2
6.19. I хг-+- «Зх -+■ £\ +  4 3L + 4 0  ~ 0
Lahendada järgmised võrratused.
6.20. [-32- -*-Z| ^ \ Zod +  4 \
6.21. I X 3 - -X-1 ^  X
Мл -4- Z l  ■+■ X  > 0
6.24.
3^
7. JUURVÕRRANDID JA -VÕRRATUSSD
Käesolevas vaatleme võrrandeid ja võrratusi, milles tund­
matu esineb juure märgi all. Nende puhul tuleb kõigepealt ar­
vestada, et paarisarvulise juurijaga juur on määratud vaid 
mittenegatiivse juuritava korral. Seega tuleb alati (eriti 
võrratuse puhul) määrata vaadeldava võrratuse (võrrandi) maä- 
ramispiirkond. üheke võtteks juurvõrrandite ja -võrratuste 
lahendamisel on võrrandi (võrratuse) mõlema poole astendamine 
(astendajaks tuleb võtta kõikide juurijate vähim ühiskordne). 
Kui aga sel juhul aetendajaks on paarisarv, siis astendades 
võime saada mitte samaväärse võrrandi (võrratuse). Seda see­
tõttu, et
0.*“=  (-«,/“ nlns V Õ F  =  l«-|.
Kui võrrandi puhul saame võõrlahendid kergesti eraldada kont­
rollimise teel, siis võrratusega on lugu keerulisem. Võrratu­
ee mõlema poole astendamisel tuleb silmas pidada,et paarisar­
vulise a s t e n d a j a  korral ei ole vastav astmefunktsioon mono­
toonne. Range monotoonsus on vaid siis, kui astendatavad on 
positiivsed. Seosed Cl < j& ja CL*'< on samaväärsed vald 
siis, kui 0 ^  c c < £ .
Hälde 1. Lahendada võrrand
\ [ x ~ - - ^ - 3  =  0 .
Võrrandi aääramispiirkonna saame seosest Ä  + ehk 
Antud võrrandist saame, et
V  ОС •+ Ц = X  +  3,
millest vahetult nähtub, et % s.t. Л ^ - 3 .  Ruutu tõs­
tes saame võrrandi
X  ■+■ 7 = Ъ г  +  + 9
ehk
x ?  -J- ö~Jt +  £  = 0 ,
/77 vT? - 5
mille lahendeiks on -  -  — — — - ja — ---— --- • Kuna
X  < - 3 *  siis saame, et meie võrrandi ainsaks lahendiks on
*  - ^  ^  •“  Z
14
Näide 2 . Lahendada võrratus
Ух3 —  S j c  <  Z x .  .
Kuna võrratuse vasak pool (ruutjuur) on alati mittenega- 
tiivne, siis võrratuse lahendeiks saavad olla vaid positiiv­
sed arvud. Määramiepiirkonna leiame seosest X ? ~5~Х^0ф Sel­
leks on hulk Г-)/?; Ojl/jj/?« o c ).  Eelnevat märkust arvestades 
saavad lahendid olla vaid poolsirgel Г/5^ oo).
Kuna võrratuse mõlemad pooled on positiivsed, siis ruu­
tu tõstes saame samaväärse võrratuse
X? — 5 < U
ehk
Ot (oc -  5 ) ( o t  О  <  О .
Selle võrratuse lahendeist asuvad poolsirgel [ j 5 ; o o )  pool- 
lõigu /75,' S ) punktid. Seega on meie võrratuse lahendihul- 
gaks poollõik X  =  f J 5  )  .
Lahendada järgmised võrrandid._________
7.1. V**x*- 7 x  3 =  \ISjc - Z  - Z a &
7.2. 'Jjcz ~ A oc +  3 =  ^ 5 *  - 6 - oiA
7.3. #*■* - 2 ^ *  =  2,
7.4. - ( - 4 = 0
7.5. yjx~4 ■+■ ~ Z f j l - 4  =
4 f 1—
7.6.  -  ------------------■—  -= V S
л: 4- V x * -  x
Lahendada järgmised võrratused.
7.7. \j4-3oL >  x
7.8. \{ - 4  > X.
7*9* v/ 49 -  x *  < */<f x
7.10. 'J JC-tZ < ? - x.
7.11. V хг и- 5"x -  6 >x . 4 - Z
4 4
7.12. — ^  >
7.„ .  < у
3 - x
15
4*
7.14.
7.15.
7.16.
Laida
7.17.
7.18. 
7.19.
7.20-
7.21.
7.22.
7.23.
7.24.
7.25.
{ Ш к  +  4 > 0
\l 4 -  эс -  \!z -  си >  о
А -  \Joc +  1  ^ _
4 -  \/сс +  5 "  0
Järgmiate araldiate määramiepiirkonnad.
i  \ f  Л  ~h3 ~
Vc oc +  5-)*-
\j x l- J x  ■+■ ~Ž t
V 3 +  Zoc -
» 4 -h XL OC-  2
V  x  -+ ]
\ lx  +  Z  \!3 -  л
4 H  3 x  •+■ 7  
x -  4 у x + Z
Ь -
V  1 - 3  -  X. * 1
V  +  2 -  Zoc )
-— ^ — — ---------- ; CL >  4
X
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8. EKSPONENT- JA LOGARITMFUNKTSIOONE SISALDAVATE 
AVALDISTE TEISENDAMINE
Kui CL > 0 ,  siis suvaliste reaalarvude x  j* 2 puhul keh­
tivad järgmised seosed:
1. Л*Л,г=а ,*1’г 4. (о .*)* =  C t * *
г. « £ . « , * - *  5. a . °  =  l
C C  s _ 1
1 „  - a t  
3* cc =
6 .  а. =
C L T -  7
Arvu X  logaritmiks alusel ( (X > 0  , Соф 4 ) nimeta­
takse niisugust arvu (tähistatakse Coq^oc, )» mille korral
ос
Cb о — CC , (1)
Siin 04 > 0  1 kuna
(1) ja 1 . - 6. pöhjal
8. l o ^ C C  —  .
9. l o a ^ J C *  =  -
10.
4 - т  =
11.
=
12. t c f a  x , *  =
13.
II
14.
c4
-£
> bt II
15. i c j ^ i  =
16. £ 11
17.
c
^ II
18. £ к
oc ^°^a. ig* puhul
*  ^  , kui о< . Ф 0
^ y « .  •*- , kui £ > < 9  ) &Ф 1
ic.ъ
л, &
C b
5
17
Lihtsustada järgmised avaldised.
2
8 . 1 .  t o p 5  8 . 2 .
8.3. " e.4. o f - l b * *
8 . 5 . % 4 ' * - b * s  8 . 6 . 5 * - ^
8.7. 1 о^ а_ 3{^+ 8.8.
8.9. Z o p ( ± ?  ало. </00 ^  
e.1 1. б су ^ З - lo g ^  ■ t o c j^  ■ ioCjs b  ■
„ t t n j b - ' & f  „ i o p C Z  +  t e ) 1 
.12. £  ^  +  О8 .1
У -  l o g i  &
■+■ • +  Y j J
8.14. Tõestada seosed 13, 15 ja 18.
8.15. Leida (foq £4- . kui &GCj  ^ J Z 5  =  CL.
8.16. Leida ^ 5 6  , kui ja l e g  3 = &
/j /j8.17. Tõestada, et -----  -+- ------- >  0
l o a ^ i  l o ^ 3
Leida määramispiirkonnad.
8.18. 6 % г X  )
8.19- V  - Z x  +  Z )  > a' > / t
I— — — x.—
8.20. V  Ü f t  ^ - T 7
9. BKSPONENTVÕRRANDID
Võrrandeid, kus tundmatu esineb astendajas, nimetatakse 
eksponentvõrrandeiks. Niisuguste võrrandite lahendamise põ­
hiliseks võtteks on antud võrrandi viimine ühele järgmistest 
kujudest:
< z * = 4 ,  (l)
C L ^ U ) -  . ( 2 )
Võrrandi (1) lahendiks on = Võrrand (2) on sama­
väärne võrrandiga £ ( * . ) - e^(x,) , mille lahendamisel saadaksegi 
otsitavad lahendid.
Mitmete võrrandite lahendamisel saame kasutada eksponent- 
fuhktslooni ranget monotoonsust.
Näide. leida võrrandi -4 x  lahendid.
On kerge märgata, et ~  on lahend. Kaa aga on veel
teisi lahendeid? Antud võrrand on samaväärne võrrandiga
c a r - t e r - * .
Et viiaase võrrandi vasakul poolel on mõlemad liidetavad po­
sitiivsed ning rangelt kahanevad, siis ei saa ükski ega 
j ^ 
ka ükski olla selle võrrandi lahendiks. Seega antud 
võrrandi ainsaks lahendiks on ot = .
Lahendada järgmised võrrandid.
9 . 1 .
2 * . + 4  =
9 - 2 .
>
>11
«
51
Ü»
81
<*>C
r->
9 . 3 . Z i x -  -  5 х -  =  / 6 <9 ( 9
9 . 4 . / 6 * - f r  8 *  + 6 - 4 - *  =  0
9 . 5 . Z 3 * ~ 3 - 5  +  6 - ^ 3 * J X  =  0
9 . 6 .
U - Z x . 1  _  ^ - 4
9 - 7 .
f
9 . 0 . 4  Z * - "  Sh * ( 0 , 4 l 5 ) ±  = '
iq
5*
9.9. -  1 Ъ~ % -  - + 1 1 = 0
9.10. 4 *  -
9.11. ( b  +  Z f ö ) * * ^  ~2 .\T Ž )x-= 3 i f
9 . 1 2 .  ( ^ T ^ l f ) K+ (\ f x ^ J )x= и 
9-13. i ( 4 x- * A - ' ^ ) - S 4 ( J i x + Z ~ x ) - i - ' I O /l  =  0
\Z*-V-S. 6* - * - 6'*9 =0 
9'17’ -Я-Зх+У +$-3* = 0
i8 f ^ - x + 3
18**V-Z1-Z*+V =Z7*-V+ ?-3*-У*4 
9.19. 5 * .  3 - »
U - ? * + Ä - 3* ’ y -5 ?-K = 5 -gx
j z * l + f  =
9 ' 2 0 ' и**+,?..г»*=<?-/бж-<-^*
Lahendada järgmised võrrandisüsteemid.
9 1 4  f 3 - l *  - z * - + v  + z = o  
\ S - Z X* 4 - Я ж+2-'-/6 = 0
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10. EKSFONENTVÕRRATÜSBD
Kui antud võrratuses tundmatu esineb astendajas, siif 
kõneldakse eksponentvõrratusest, näiteks,
л *<  i  ,  i  ,  c J L^ <
Niisuguste (ja ka mitmesuguste teiste taoliste) võrratuste 
lahendamiseks kasutatakse eksponentfunkteiooni (ka tema 
pöördfunktsiooni - logaritmfunktsiooni) ranget monotooneuet, 
asendades eksponentvõrratuse temaga samaväärse võrratusega 
(vt. jaotis 2). Kasutatakse ka järgmisi aamaväärsusi.
1) Kui CL>1 ja i >  0 , eiis ccx < i  Ф >  ос < .
2) Kui 0 < c c < /1 ja 4 > 0  , siis <XK < £  <=> ОЦ >  ,
3) Kui CL < & , siis < X X <  ф р. CC > 0 .
4) Kui cc >  L , siis ЛХ <  £  x  ос < 0 ,
5) Kui l < 0  , siia CC* ^  g  <=> зс e  <fi.
6 ) Kui k <  0  , siia O t*  ^  4> <=r> €  Л? .
Näide 1. Lahendada võrratus 0,5 ^  0,(26-25.
St antud võrratus on teisiti kirjutatav kujul
0 ,5  ^  ^ 0 , 5 k ,
siis, arvestades eksponentfunktsiooni (alusel 0,5) ranget 
kahanemist,
^  1+ ehk I X. I ^  JZ .
Lahend ihul gaks on seega X  — C~ 00 у ~ % ]  U L&j oo )  ,
Näide 2. Lahendada võrratus
! £ * ■ <  Z - g i * .
Seda võrratust teisendades saame:
3 - Z ix Z - 3 ;
■З‘(т)** +  ( т Г ' б Я -
See on ruutvõrratus ~fc — suhtes, mille lahendihulk on
määratud seosega
j ж J. f  TL \Z^  s  Z
it ( ! )  > o  iga ct korral, siis заате, et riimane võrratus­
te ahel on samaväärne võrratusega
Г ü s  Ъ
U ;  ^  T  '
millest saame lahendihulga X ~ C~ ^  у 3^ »
1 0.1.
1 0 .2.
10.3*
Lahendada järgmised võrratused.
4 - 4 * - 1 -  4  Z ** '- 3Z ^ O  
Z5" *  +  Б ' * * 4»  SO  
4 *  * Z * - " 4 6  0
io.«. 9 * - A O - Z * - +  3  i  0
10.5. 5 - 4 * - + Z  3 . 5 * 4  ?■  1 0 х -
10.6. з ^ +г - ^ з ^ - г ? < 0
io.?. Z . * * * 4 -  f t  Z * + z  +  4 > 0
10.8. 4 ' 0 , 5 x 'C x * i > <  0 ,Z .5 l x -
10.9. 4 X —  3 'Z * ' -+■ О
10.10. в и  +  3 < ^ - 4 П
10.11. +  yjt - 5 ’ > Z X-
1 0 .1 2.
10.13.
Г
10«14« — ----- - ^
9 х* - 0  3 х -  У
X,
10.15.
10.16. 
10.17.
<  A-
X
Jt,
Jj* <  v3 
02^ - J M * * 1 > 0^ 5-
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11. l o g a b i t m v Cr r a n d i d
Logaritmvõrrandiks nimetataks« võrrandit, milles tundma­
tu esineb logaritmi tavas. Niisuguse võrrandi puhul on alati 
vaja selgitada võrrandi määramispiirkond, seat logaritm on 
määratud vaid positiivse logaritmitava korral.
Logaritmvõrrandite lahendamise põhiliseks võtteks on nen­
de võrrandite taandamine ühele järgmistest võrranditest.*
= £  , (i)
fy ou  / ^  =  • ( 2)
Võrrandi (1) lahendiks on X, — Q?. Võrrandi (2) lahendi saame 
võrrandi JC&) lahendamisel, arvestades seoseid - f fc )  > 0
ja Q C *) >  О .
Näide 1 . Lahendada võrrand
-  / =  b y * , * * .
See on ruutvõrrand 'Ž - lC ^ O d  suhtes. Tema lahendeiks on 
~tA — -У ja — X  • Antud võrrandi lahendeiks on seega X1~
- 2 ' = x ja ^  =  ^ = 4 '
Näide 2. Lahendada võrrandisüsteem
{ :
t y t y  ~ z )
l o ^ C * - y )  =  i  .
Läheme esimeses Yõrrandis üle logaritmile alusel 2 ja 
teises ~ alusel 3« Me aaame süsteemi
{  lo q b ( v - y )  = i  ,
mis aga on samaväärne süsteemiga
1 7 *  =  * ? - *
I x C z - g  ) =  3
ehk
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{ г
Z = OCq -  Л
Л' —  осу 3 *
Lahutades teisest võrrandist esimese» saame viimasest süstee­
mist, et
jc*- y 4 *  S  ehk (x . - y )  -  S ’.
Viimane 1уэов võrrandiga Jc(x.~ м )~3 annab meile, et 
^  = f  -  
millest у - J1 д: . Tehes asenduse näiteks võrrandisse x?=x.y + 
4-3» saame viimase süsteemi kaks lahendit
C^f = 3 ( *г =  - 3
= ^  ja b * = - A*. * J Ijfe
Teine neist aga pole esialgse süsteemi lahend, kuna peab 
olema positiivne. Isimene - ,£, = 3 ja on meie süsteemi
lahendiks, aida võib kergesti kontrollida.
Häide 3. Lahendada võrrand
<т г Г ", =  л л\
Võrrandi mõlemaid pooli logaritmides saame, et
{ ( o c - O l o ^ o c  =  >f£ t o a *  .
Siit leiame, et
l c j X , ^ 0  või ^  (fat - О =  \[jc .
Xeimesest saame lahendi -  4 . Teise võrrandi lahendiks on 
Лг -  3 . Seega on meie võrrandil kaks lahendit - £,t =  1
ja JCZ = 3 +  П  .
Lahendada järgmised võrrandid.
li.i. toa ( õx,*’ + 4Z z£ ■+/&) -  toy ( f e  ~h^ ) Ä  ^
л )2" +  Z  t e a  v f  =  211.2
11.3. 4  -  &уаг. =  v3 T Š c jx ,
11.4. l o C j^ Z  -  -+■ ТГ  -  G
11.5 Сой (3 5 ~ - cc3)  = 3  lo a  (S ' -  ос)
11.6. -  Z O Z c ß  v 5  +  4 ^ 0
11.7
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U -е .  t, toq^fjK . -  Z ) +  U )Z =  О
П . 9 .  X. — ( V x . ) ^
1 1.1 0. ( & ) Ч * * - 4 = 5
11.11. ОС =  с с г
11 *12. \/ XI +  4 — 0
Lahendada järgaieed võrrandisüsteemid.
11.13.
11.15.
11.16.
11.17.
11.18.
\ Ы ; ^ Г Х )  ylo^ X -#- ^ 3  J = 7
Z  ~  -  4
l  £<)ЙЪЯ  (X L - * " U )  = 0
l л * "2 = 3
11.19. )  v3X ^ ^  =  
l  l o c j ±  ( x .
11.20. ) ^  ^  *
{ ^  vna = 1
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12. LOSARITMVÖRRATUSED
Analoogiliselt võrranditega on logaritmvõrratuste lahen­
damise põhiliseks võtteks nende Yõrratuste taandamine järg­
mist tüüpi võrratustele:
t o a ^  X  <  4 , (i)
/ М  ^  ■ ( 2)
Võrratuse (1) võime kirjutada võrratusena (2), arvesta­
des seost & —  iocj^aJ* . Võrratuse (2) lahendihulga saame lo­
garitmfunktsiooni ranget monotoonsust ja aääramispiirkonda 
arvestades. Sellest lähtudes on võrratus (2) samaväärne ühe­
ga kahest võrratuste ahelast:
О  <  f0&) Ы ъ ) , kui co>  4 , (3)
0  <  f lö c )  ^  f f a )  » kui 0 <  4 . (4)
Näide 1« Lahendada rõrratus
- 4 ) ■+■ + 4 )  >  3,
Antud TÕrratus on määratud, kui
I X ~ \ >  n  01111 X  > 4  ■l  cc 4 > О
Seega on antud võrratus samaväärne võrratuste süsteemiga
( X > i
L ( ^ ~  4 ) >  
millest (3) põhjal saame, et 
<\ ü c > i  
\ x z -  4 >  %
Viimase süsteemi lahendihulgaks on X = f 3  ;oo) , mi в on ka an­
tud võrratuse lahendihulgaks.
Märkus. Kasutades logaritmi omadusi, tuleb arvestada, et 
tsisendamlsel võib muutuda võrratuse määramispiirkond• Nii 
on vaadeldud näites esialgse võrratuse määr amis piirkond (x>4) 
hoopiski kitsam võrratuse toq^Cx,9' -  4 ) >&yz2 määramispiirkon-
nast ( jc < — 4 või ic > 4 ).
Võrratuste
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£o<jfU ) 2 ex.) <  CL T3i £°2ft*-y 
lahendamisel tuleb vaadelda kahte juhtu:
f(oc ) > 4  ja 0  < jC * ) <  // .
Häide 2. Lahendada võrratus
l o g ^ (a z *  -  x, - 6 j > У .
Sellise võrratuse lahendihulga saame kahe järgmise süs­
teemi lahendamisel:
Л^ г- 3 L - G >0  ( х г -  oc -  G > 0
Х г >  4 ja j  0  < JLZ <  j
Х г -  cc -  6 > Э& -  oc -  G < ccz
Neist esimese lahendamisel saame:
(  Cx-*-Z)(pc,~3) > 0  ( x , < - Z  või x >3
j fx| > \  ehk л |x| > \
L -  Jt ~ & >  О (■ cc < — £
Seega saame, et antud võrratuse lahendihulka kuuluvad punk­
tid X. < -  6 .
Teise süsteemi lahendamisel saame:
'(0C,+Z)(x~-3 ) > 0 ( n < - Z  vSi ä > 3  
0 <  l * l < /l ehk
-  c c -  6 <  О [  z  > - 6
Viimane süsteem on vastuoluline, mistõttu tema lahendihul­
gake on tühi hulk.
Seega on antud võrratuse lahendihulgaks poolsirge X =
х г ±
Näide 3» Lahendada võrratus 5 <  X  * •
Kuna võrratuse mõlemad pooled on positiivsed iga jc. ^ 0  
korral, siis võime neid logaritmida. Kasutame logaritmi alu­
sel 5« Me saame võrratuse
Ä i <  *
Et > О * siis saadud võrratust ei rahulda ükski nega­
tiivne arv. Kui x, >  О , siis saame võrratuse
X ?  <  I c q ,
millest saame lahend ihul gana X  — (.0  j \/ ^  -) *
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Lahendada järgmieed võrratused.
X -3
0 C 4 - Z
12.1. t o n ,  q
<7* oc +  Z
12.2. (az - 4 )  4- l o ^ o c  <  £/J
12.3. ^  >  3  \!
1 2.4• Z t Co<^ q ( Z a iz -*-3 )  < (x ,z ~t-£ )
1 2.5. Л -  f  3oc + Z ) š  io ft -3=
12.6. £  -  £ 0 ^  3L - + - - £ <  0  
.7 . £o<^ z & ) Z +  1 > 0  
.8. -*- ( l o y ^ ) Z <  4 c $ i ( ~ § )
,/. -Зяг
12.9. 1 с ^ ( д - ъ ) -  l o g z ^  _ ^ Г  >  2  +  t o f e C K  +  y )
12
12
12.12.   <
£
у
Cog^ai ^  \fx~+Ž
12.15. ^  (  ^ £ )  *  ±
1 2 .1 4 . t o c j ^ l  • ^ ^ Z >  Z ) z
1 2 . 1 5 • ( с ь  — в ) * *  ^  >  4
12*16. J £<Ü C jj£ ОС I ~ ^  I ^  " /5"
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13. TRIGONOMEETRILISED VÕRRANDID
Lihtsaimad trigonomeetrilised võrrandid ja nende lahen­
did t
4t/Vv o c -c o  <=> x  -  (~ 0  } kui 4;
CC'i X  *  & <=> ^  -  ±  cvat(U»\(Х у+А ъ З с , kui jj
■licisU, Xs—Gs <=?*■ &  — <ZA&tcUv cc ■+ H,7L •
Co£ Ob -  OL <=> #  =  а л л е е й  CL -+ ?
kus <v £ .
Üldjuhul toimub trigonomeetrilise võrrandi lahendamine 
selle võrrandi taandamisega ühele (või mitmele) ülalmärgitud 
võrrandile«
Näide 1 . Lahendada võrrand % ССЛ 7t =  4 ,
Antud juhul OOiot- või • Seega saame lahen­
ditena
3 1  =  ±  ^ = -  -t- ЛкТЦ, —  —  ^  ; a  &  
д* =  ± J -± JtK 7 c  —  —  ' ~ r  -t- Л к К  ^  / v  6  .
Need kaks lahendite seeriat võime ühiselt esitada kujul
л  = -  J  -+  ^ n, e Z ,
või siis
z -  ~  ■+ e  £  .
Et ülalmärgitud lihtsaimate trigonomeetriliste võrrandi­
te lahendeid võime vaadelda kui nurki, mille korral on tthe- 
ja samasugune väärtus antud trigonomeetrilisel funktsioonil, 
siis saame neid kasutada ka selliste trigonomeetriliste võr­
randite lahendite leidmisel, nagu
4üvf(x )=  ifa g O t), сел fC*)~ J M  j» ’& **' fC * ) =
Näide 2. Lahendada võrrand
еол Z x . -h 3 JL = О .
Et ^ Z o c  = ~ ^ ic3 x , siis taandamisvalemi põhjal võime 
oma võrrandi esitada kujul
с&л JLoa -  d&.j (% ■•+ 3>x, ) .
76rrandi cc üldlahendi valemi põhjal
^  +  Зг =  ^  Z j c  -+ Ztt-JL , 
millest saame kaks seeriat lahendeid:
x  =  Zn,JL ~  X  = X
Markus» Trigonomeetriliste võrrandite lahendite erineva­
te seeriate ülesmärkimisel võime kasutada üht ja sama täis­
arvuliste väärtustega parameetrit. Kui aga on vaja erinevaid 
seeriaid omavahel võrrelda (kasvõi selgitamaks neis ühiste 
lahendite olemasolu), siis on otstarbekas iga seeria jaoks 
kasutada erinevat parameetrit.
Võrrandi
A ^vi^ clx, -+• ßce^ocod - d у A Z -+ ß Z Ф О 9
lahendamisel teisendatakse see võrrand kujule
A * ß> С
- /bOHsCVX, ■■ С&ЛССЗС =  - .
\JAZ -+ б *  \Ia *- +  b z \JÄr + ß z
Valides чр selliselt, et
^  ^  "  W  + e1 ja = ^v  4- ¥  ’
saame antud võrrandi esitada kujul
(2Льп, (cx, XL -h C/7 ) —  »
T  \(a *- +  B x
millel on lahend, kui l<3l£ \jAz -t-B*' . Lahendid leiame võrrandi 
4lh, oc,-Ol Uid lahendi valemi abil.
Näide 3« Lahendada võrrand
\[3 A it*, Z jc -  С&Л Z jc =  / 3  .
Siin A -\fS , &>—-4  ja (3 = V3 , s.t. = 2 .  Antud
võrrandit arvuga 2 jagades saame võrrandi
f  = §  .
5t £4-1 J = Й ja -j) siis võime viimase võrrandi
kirjutada kujul
- £ ■ ) =  .
Silt
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-  §■ =  ( r l ) ^ ^  -h K J C  j
X x  =  f  -*- ( - ' t ) * '  ^  -i- * ь л  ,
millest
Ä = с - -/ ; " -^ <>*. + ,  <^  e  z .
Homogeensed trigonomeetrilised võrrandid (võrrandi kõi­
kides liikmetes on siinuse ja koosinuse astendajate summa 
võrdne) lahendatakse sel teel, et jagatakse võrrandi mõle­
maid pooli kas siinuse või koosinuse astmega, kus astenda- 
jaks on võrrandi mistahes liikmes olevate siinuse ja koosi­
nuse astendajate summa. Sel viisil saadakse võrrand kas tan­
gensi või kootangensi suhtes.
Näide 4» Lahendada võrrand
лСц?x. -h Z 'Ъььь X-сал оц -  3ce*zoci -  о .
Jagades siin võrrandi mõlemaid pooli suurusega <ЮЛ ос 
(mis ei saa olla 0 ) ,  saame võrrandi
i:<XM,zyL -4- Яу'бсх^ x. — 3 — O f
millest või с =  - 3  • Lahenditeks on seega:
^  И.71 ja OZ- H.JL -  3 ,
kus h, £  Ж. .
Lahendada järgmised võrrandid
13.1. 3 с&л x , — с&л ( -  % )
13.2. /  — Z&G4zoc -  0
I 3 . 3 . 2 ^  Xs
13.4. ^CUvOC ЛОСь
13.5. t&s Зое -+- 5~x, -  0
I 3 . 6 .
13.7. /Htb JC, -h &&Л 0Ц — // -h  sU,l^
31
1 3.8. * 2j4о1ъ ос -  5 лС(ьос(Ю^ ос -h&cxi4Z3c = 0
1 3.9. Z  + Z  i&iTL'i^K'x, -- /*tVt .£ С&6 гл  =
1 3.1 0. лек Юас -+- C04 40 ОС —V X  44, tv /5~ as
1 3.1 1. ОС — U 1 ■ ССЛ ОС — ~7£
1 3.1 2. oc =  <ЮЛ 7L
13.13. лс*ъ Zoc +  5  <!Алг ос = 4 .
1 3.1 4. 4  4bb. 3 X -+- чЗ \3 ОС =  ^ 2
1 3.1 5. ЛСь, Z  ОС ■+ с&л Z  ос == -■4
Lahendada järgmised võrrandisüsteemid.
13 16 f CG40C = 3
+  2 ъ  =  j j -J c  
l j , f 'ЪЫЛ'К, "h <1&4 ^  —  4
I  сдл Zoc -  ca^Zy = 4
1 3.1 8,
1З.23.
f Л^ у(л* oc *■+-
С с*м oi. - =
=  4
13.19. =  3
(. X  ОС ~  =  О
13 20 *  'U'tb'bj, — (oa +  у )
С /х/ -+• l y I  —  /f
( 'to u v o c  ~h £алл, и  — A-
13 ) / , /
(. w j : +  =» 5 ”
Г ^ йсЛъ oc —  4 < ,ьои
13.22. < <?
I ot — cZ c & t J 
f 'Як, ^  =  —
\~£ccu,Jt &£ц — ~ -
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14. TRIGONOMEETRILISED VÕRRATUSED
Trigonomeetriliste võrratuste lahendamisel püütakse an­
tud võrratus taandada järgnevas tabelis esitatud lihtsateks 
võrratusteks, mille lahendihulgad saame vastava funktsiooni 
graafikult.
v õ r r a t u s  lahendihulgad ( n  € )
л Ы осу  oc ( i & i < ' t )
cl (/л/<4)
C€i7l>CL ( l < z l < 1 )
С&ЛдС < cl ( I cl[ < 4 )
'tlXAsX, > CL
-Ъм\,дь < а
X. >CL 
C&t X  CL
Jt +Лт1.tvj & ~ vz, -+•
Ote(^7C-CUOyth.CL-^Z CVtCAttUl +  £пи)
c t e ( j - алсса^а, * оалоко , -+■ - t x ^ )
ос€(алс£вла, -4-Л7Сь,->1к~с*Ассма.+-£к*1,) 
4 ie  (л/с^бсыл. со -4- Jill, • J - -h JZtb)
Л ё ( ~ Х  - + j  ОАсЬыьбС +  J & t) 
JC& (Л н , ' CUUUlO~tcL ■+- )
Jt € (jX/tCjCjO'i со •+ Jlh. ' 3Z + ЗСк) 
Näide 1. Lahendada võrratus dxM Z jc ^  CCA oil .
Et iMA Z oc — V  — 'U,U,Zэс — llc&b1 эс — 4 t siis saame 
antud võrratusest ruutvõrratuse c&ix. suhtes:
- 4 £ О ,
mille lahendamisel saame, et
- 4  «  ^ 4 .
Koosinusfunktsiooni graafikult (või siis ülalesitatud tabe­
list) leiame lahendihulgad
( -  —  +  ~  , *г 6  Ж  .
Näide 2. Lahendada võrratus лСсь H o o  (L&AOC .
Antud võrratus on samaväärne võrratusega
%  /Liu, xl 6си1 oc — C&i >  0
ehk
СЯЛ Ot (* ih ,O C  -  -£  )  >  О  .
Saadud võrratus on samaväärne kah* süsteemiga:
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С х. >  О (  салзс <  О
Л 4 Эа i 4
Kasutades siinus- ja koosinusfunktsiooni graafikuid (või 
siis ülalesitatud tabelit), saame, et nende süsteemide lahen- 
d ih vilkad eks on vastavalt vahemikud
■+• Z k *\, j x  ZotH.' ) ja ^ *+" Z jlh ,^  j
kus >v ^  ,
Lahendada järgmised võrratused.
14-1.
14.2. ЛьС-ъ ос ■+■ /З ££4 ос, < 0
14-3. 40 и* Z  OL 1л, ОС
14.4. Z 'K ^ O C  -  7tsyiKsOL -+- 3  >  0
14.5. Z  •+ Z b O b X ,  -  4- >  0
14.6. ~tlXAsOC -+- C&£oc ^  £
14.7. Уз -  Uz&i^CXL >  Z^CbvOC i
14.8. Z 'tcu tis  ОС <  Z-ОС
14.9- ~£ал^ jc  >  I t t t b x ,  1
14.10. - Z c & ü Z c c  ■+" £ o c  >  ^CUissXL
14.11. tcLM., X, ^  'ir i* , oc
14.12. J C&4 он, 1 >> Льсьос
14-13. сс^ Я у Ц  *+■ . >  — 4
14.14. 4lt\. ОС -b ZCC4X <  Z
14.15. 5  Z  £üö Z x . ^  3  j Z  'Pi'tv az — i  1
14.16. /hVv Z jc -  смл Z a t  ^  0
14-17. 4 •+ ^  с а л о с (/1 •+ К -  И с & ы с
14.18. 'J'biüs X, -t- \J(l&iOC <  v/-^
Vi-
15. ARKUSFÜNXTSIOONID
Et arkusfunktsioonidest ja ouctaoi on määratud
vaid lõigul i  • •I J, siis igasugustes küsimustes seoses nen­
de funktsioonidega on vaja pöörata tähelepanu määramispiir- 
konnale.
Leida järgmiste funktsioonide määramispiirkonnad.
15.1. ^  =  aSbClsulx, ( 4  -  j c )
15.2. ^  =  алл,слл ( Я з с + э с 1)
15*з* и -  а л сс & б  - r ZyL ,
С 4 -+- ос
15.4. = Osbctcooi, \foc
Leida järgmiste funktsioonide muutumispiirkonnad.
1 5.5. у  -
15 .6. ^  =  (XЪССМЛ
15.7. (JCZ-  J )
15*8. ^  = QJvetoMs (_Zjc — }
15*9. ^  = ouvcdcr^: v' 4 -  o cz
Nende reaalarvude X  korral, mille puhul on vaadeldavad
funktsioonid määratud, kehtivad järgmised seosed:
1) c u i A b i i x ,  ot -  -  ал&ъо^^-ос) =  —  -  алллиих -  а л е& и ь  T = = = )
2) asuLtü*> ос -  e v ic tо л (-о с ) -  ~  - алелся =  aAcc& t у
>С V7 ~  Jfc,
3) ос, — — CUtctoLU. (-о с ) лн*&о£ ОС =  а л м сь  - ~ = = ,1
v  Z  v 1 -+-СС
4) O U ^C C ü t OL = J Z -C V v c c x > t t~ O c )  =  ^ - c u u ^ tü u b  ОС ^ = = x  •
Neid ja teisi taolisi seoseid on suhteliselt lihtne 
tõestada diferentsiaalarvutuse tõdesid kasutades.
Näide 1 . Tõestada, et аллЛМьЭс -  ^ -cZ/z^^Xjkui l& l й 4 .
Selle seose tõestamiseks näitame kõigepealt, et antud
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piirkonnas on funktsioon j ( x , ) = oJul^Cia.э с x, konstantne. 
See on aga tõesti nii, kuna
l'tx. I = — t__________t---- = П
* J s R ^  U  ■
St aga
f ( O )  =  CULCbc V  0  ■+■ 0 = 0 + ^ - = ^  ?
siis sellega ongi vaadeldav seos tõestatud.
Tõestada järgmised seosed.
15 ДО. Z OVUlUUs XL -  алс<и^ ( Z v ^ - xl3- ) , kui
15*11. Z  аллсел xl -  CZ OCZ - J )  > kui Os Xl<
15.12. - Z u  -  алссяь [1 x ^ -4 ) kui -4$ъйО
15.13. Z a/ctL^vtvx. — К  -+ cvccžouv , 
4 - 0 ^
kui xl > 4
15*14. ZaJbd'tcu^x, =- алс&аси, 'Zji. . <
i  -  XLZ > kui
\x\< 1
15.15. a/vc-^ouA. x* -  cv o ic o t £  ? kui э&>0
15.16. OUrslsWt XL -= CUusfaui, —  »ÄV '
kui 7L>0
15.17. = СОЪССбЪ У 4 — XLZ , kui xi > 0
15*18. 0/UKLC4X, — <ХЛС^Н, \J 4 — 3LZ } kui z  > 0
15.19. «лс-кЯ Xl ~  -  CbX^COi j/\ -  xlz > kui -4 ^ 3 1 ^ 0
л
Ülalesitatud seoseid on võimalik kasutada mitmesuguste 
avaldiste väärtuste arvutamisel.
Näide 2. Leida А = C44 (аЛ^ ьСь- у - OUvCtO-4 -j ) .
Vahe koosinuse valemit ja kahte viimast seost kasutades 
saame, et
A -  ccki [алб\1^ ± ) 6to (cuvct&\ - j )  + лиг(ал£шс j )  4Õv(oaccc4. yj= 
=  j  саь(алуссол { / l  -  ±  j  +  j  Льк (<хлсю^ / / -  Jr J =
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_ A  . V T  j_ v/J _  4\fz
3  3  3  3 ”  9
Säide 3« Leida <ЯЛч1£<£ьз ( t o t v Z ) .
Seose 2) põhjal saame : J  -4ЛЛИч(<и,и.1)= j^~2.
Häide 4» Leida avaldise A = ал^Лам,Z  +  ЯЛсбх^3 väärtus. 
Summa tangensi valemi põhjal
д __ £ou^ (ajiAiicUb Z )  +  'tcub (d/u^õxA^ 3 j
4 —  ~icuv (а л сба А ^  Z )  ’ic a ^  (л г^ л^и- 3 )
_  г  -к 3 _  , 
“  V -  -2-3 ~  ^  *
Seega on >4 uks nurkadest, mille tangens on -1. Et 
ascttoUbfL ja GLicbxM. 3 on mõlemad vahemikust » siis
kuulub Д vahemikku ( £  , s.t. А — ^  •
Leida järgmiste avaldiste väärtused.
15*20. ( Z  QAsC-boti, 3 " )
15*21. (otyb&I^ ÕCCL/ Z, ч~ 3 J
15.22. 'tCuCb ( £  CUoOCC-6 3 )
15.23. '&<«' (Z<XA£,<t&A 7fr)
1 5 .24. (ouaiU^ Jt + ayte^cct )
1 5 .25. (лл (ал^ск'и, C~~z))
15.26. (JL Ou't&'bCt«' 3" )
1 5 .2 7. ^4 facooc'tixtv Z )  ajcCs&uv3*)
Tõestada järgmised võrdused.
1 5 .28. <г/к^ 4с^  ~t сищмл —= -cucct&6 ~
1 5 .29. ouotsbCi«, -h алл^С^ %  = j -
1 5.30. cübctcu^ 3 -  -  ОЛ^-irCc^  Ш.
1 5 .3 1 . влеком, 4 — алс^сил, Z — J l -  a/cc^ou^ 3
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16. ARKUSPUNKTSIOONE SISALDAVAD VÖHEANDID JA VÖRRATUSND
Lihtaaimad võrrandid ja nende lahendid:
(X /b t'b ö b s X  = CC (1 4 ,1  ^ J ) < = >  ОС -  
ОЛСССЛ JC -  Cb ( O s  <X^ 7C ) <=> ОС -  C £^C L 
СЦьсЖ <Х*Ъ JC =  CU ( l <X s l  <  % )  <^=^> ЭС— ~&CUvCL
CULCC&t JC, -  ОС ( 0 <  CC< Jt) <=> ОС = CO~t cc 
Saide 1. Lahendada võrrand
3  O M jtcuAs ^ j l  -j- a jr jc ia ^ b  ~  -  £, -  0 .
Antud võrrand on ruutrõrrand аЛс£<Хд, ~  auhtes. Tema la­
hend amieel aaame, et
алсубсс^ Jj =  3 - алсЛсы ^ Jr =  -  4  ,
milleat omakorda
£  =  альбом, i  i *  1 =  < W W - - 0 =  - f  •
SL о <*-> ^
Seega aaame antud võrrandile kaka lahendit: ja Zou tttoU v -.
о
Lahendada järgmieed võrrandid.
16.1. ОЛусЖ сяМ у *' ^  ~~ A-CUCC^OMs -J1 —  5  = 0
1 6 .2. CUVütcLMs (Z tc u v  Zst- — ^  -+• Otc
16.3. Залл6сиьгос -  U-Xtvuis&uvJc ~hj£z = 0
16.4. ОЛ/ССвЪЭС — ZasiAs4tCUs ОС
16.5. o w e сол rjr =  ЯаУсс^бсъ*ь (о с  ~ 4 )
16.6 . алсбам^г ос -+- <хлссс6гос — ^
16.7. %алс^ьк, ос = алс-ivib TŽoc
1 6.8 . Z аллсолос -+- ал елк^ ос -  Цр'
16.9. Zcuoctascb [2зс ч -1) — алседл ос
16.10. ссъсл^и, jc — ajexcdoA тс = а л с ^ ^  (вэс - Z )
16.11. а л с £ с и о  J- +  Q A c tc u v  ■—  =  а л с & ь м , ^
16.12. owe и, к. ос -+■ алссол (ос -  s ) = тс
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toul £  \
л г -  ос. > 0
Arkusfunktsioone sisaldavate võrratuste lahendamisel tu­
leb arvestada määramispiirkondi ning vastavate funktsioonide 
ranget monotoonsust. Lahendite määramiseks on otstarbekas 
kasutada vastavate funktsioonide graafikuid*
Näide 2. Lahendada võrratus сии!ЛЯЛ TL >  сисссял OCZ.
Antud juhul arvestame arkuskoosinuse ranget kahanemist 
ning tema määratust vaid lõigul C -'l* 1 ] . Selle tõttu võime 
öelda, et vaadeldav võrratus on samaväärne süsteemiga
[ 1 л 1 И
Л l 0dz ! ^  1 ehk 
l 3C<
Viimase lahendamisel saame
С I äI  ^1
\ OCL < О või JL >  4 
Seega on antud võrratuse lahendihulgaks poollõik X - C - ^ j O ) ,  
Näide 3» Lahendada võrratus - t x x t J * ' x , )  >  4 .
Antud võrratus on samaväärne võrratusega
J £сил^  J l) I > 4 }
s. t*
(aJULMsti, Ol) ^  — lj v3i itcU*, (o/ULlC 1л, X,) >  4 .
Bt aruLMsKy oc [ " % ) § - ]  aiag tangens on rangelt kasvav va­
hemikus kusjuures = -/ ning siis 
viimased võrratused on samaväärsed võrratustega
-  j -  <  <%>uLM,tb3L<-* ja I <a *C 4 i,«,on <  ^
ehk
-// <  at < - x  <  ^  <  ^ ‘
Seega on antud võrratuse lahend ihulgaks X  —(-4
Lahendada järgmised võrratused.
16.13. asuicxu\oc >  CWCCQ4, ae.*'
16.14. <Мил1съ0с <  OSuLMytb — a t )
16.15. QJvCsrib, ot <  ал&сол ОС
1 6.1 6. cvovL a As oh >  a s u ita ^  ( Z  - c c )
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17. PARAMEETREID SISALDAVAD VÕRRAHDID JA VÕRRATUSED
Kui võrrand või võrratus sisaldab mingeid parameetreid, 
näiteks - Ш ь ( х - £ )  = CLt V'x4 -  t c x  < £  , Z o f a  ( д х г  ~ Z ) <  3 . 
siis tema lahendamise all mõistame, ühelt poolt, parameetri 
(parameetrite) nende väärtuste hulga määramist, mille korral 
antud võrrandil (võrratusel) on lahendid,ning, teiselt poolt, 
vaadeldavale võrrandile (võrratusele) kõigi lahendite leid­
mist parameetri (parameetrite) kõigi. võimalike väärtuste kor­
ral .
Räide 1 « Lahendada võrrand |x| •+■ I DC +  — ^jkus c c > Q .
Vaatleme funktsioone
У = + fx. +  л  I ja ^ = J =  £.
Antud võrrandi lahendamine tähendab nende funktsioonide graa­
fikute lõikepunktide leidmist. Et
Z x  — Ou
= | xl ■+■ I - j
V
siis saame kergesti j õõnestada 
nende funktsioonide graafikud.
Graafikult näeme, et ё<а,  
korral ei ole antud võrrandil 
lahendeid. Kui СЬ, siis on 
lahendeiks kõik reaalarvud X€
£ [-AjO]. Kui aga i > C L , siis 
on antud võrrandil kaks lahen- 
i - a u
сь 
Z  oc CL,
kui JC <  -  cv ? 
kui — <X <: 0 , 
kui X, > О 7
dit: &4= 
(vt
_
2 .
joon. 17*1).
Näide 2. Lahendada võrratus 
Võrratus on määratud, kui
\[ X  —  <X <  £ . 
oc -  Ou > Q , 3. t. CL . Et 
ruutjuure väärtused on mittenegatiivsed, siis võrratusel on 
lahendeid vaid juhul, kui & >0 . Sel juhul on aga antud võr­
ratus samaväärne võrratusega
X  — CC < ehk X  < CL -+• £
Seega saame: 1) kui £ < Q , siis lahendihulgaks on tühi hulki
2) kui , siis lahendid X  € [<Z} Cl g Z) .
'Ю
Näide 3« Lahendada võrrand -b Z^O ^(x-i-Z ) = 1.
Siin (Ъ>0 ja ссф 1 (logaritmi alus.’) ning ъФО ja x> -Z. 
Sel juhul on meie võrrand samaväärne võrrandiga
x . z ( ^ + Z ) z =  /
ehk
X ^ (ct - hZ ) Z = As . ( О
Kui J Ce t - Z j O ) , siis v*"* - -  X ning \f(x -+£)г = o c+Z , 
mistõttu võrrandist (4 ) saame samaväärse võrrandi
~ X ,(jx + X ) ~ ehk onz Zx. -+- 'Гёс ~ О 0
mille Iahendeiks on
= ~4 -  ja хг = -'/ + /'/- \lü 9
kui 4 — 'Тсс > О ehk 0<  oc< 4 .
Mõlemad lahendid ja X^ kuuluvad vahemikku (~Z}0 ) , 
э«t. on ka antud võrrandi Iahendeiks.
Kui x  > 0 t siis võrrandist ( А ) saame samaväärse võr­
randi
2C(ot - + Z ehk JtZ + Z jc ~ {c i -  О .
Selle võrrandi lahenditest
X3 ~ -  4 -  \l4 + 7a, ja JC4 =  - 4  +  f T T f a
vaid 71^  on positiivne ning seda iga a>0 korral.
Seega:
1) kui 0 < C L < 1  > siis antud võrrandi lahendeiks on «£* 7
X.z j a X.^  •
2) kui cu>4 , siis antud võrrandi ainsaks lahendiks on
3d, .
Lahendada järgmised võrrandid.
17.1. i i x \ T T  -  VTccT =  CL
17.2. 'Z tc^Xccx) • loy^oc =  - i~ Ž
17.3. ^ c ja A  С 71 f r  -  2
17.4. C ^ Z o t  —  zz
17.5. -+■ С&Ъ*> oc — CL А л
ЦЛ
Lahendada järgmised võrratused.
4
17.6. CL ОС >  —X/
Ha, ■+ 1 . ot -+- Z
17.7. 7----:Г\—  >( cl- 3 )  Od OL
17 «8. \ ОС — cl] I X  ] + (  01 -*- & I ^  &
17.9. \ 31 -  (X\ +  i 3C +  a ]  <  &  p CV £  0
17.10. \]jl +  Z  > \ / л - с с
17.11. Jt +  { c c  -  ОС >  0  P CC> 0
17.12. yT xT+~cL  < CC -  'JÕC
17.13. {ZCCJC -  JC,* >  CL -  3L 
17»14. \ / 4- Jt ■+■ ^ —  .31, ^
17.15. J - Z cl’ *  C l * - 4
17.16. -h 4 >  Z t c c j ^ c c
17.17. t c ^ o d  4- £ с д г эс >  /j
3 + ioqc^x, s _ г г
17.18. / <  Cl X,
17*19» Milliste väärtuste korral on võrrandil 
\TÄCZH — ^С0л0с =  CL 
lahendeid ?
17.20. Milliste Л- väärtuste korral on võrrandil
Cl (z i -1- Zo  ^■+■ 9
lahendeid?
17.21. Leida parameetri CC kõik väärtused, mille korral 
võrratus
4  <ie4ZJC -  <l  <  4 0 - C l
on Õige iga arvu X  korral.
17*22. Millistel cc väärtustel on võrrandil
O J O tU y V x f3 ОС, 4 - OCXALC64 3OL =  ^
ühene lahend?
VASTUSED
3.1. 4 ) ( ъ - 4 ) ( э с - + 4 ) ( ъ - 3 ) ( ъ + 3 )  3.2. ( Л . - Ф  
(oc-^-G) 3.3. az(jc, +  ' 1 ) ( x , + £ ) z( j C ' - 3 )  5*4 * (jk. - Z ) ( ? l.+Z)x 
C^ c z -+ oc -+ Z )  3.5. х Л ^ х ,  - 4 ) ( з с  - Z ) ( jxl ^6~j
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